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10 ELEMENTARE KOMBINATORIK

DIE FAKULTAT UND PERMUTATION

Fir eine naturliche Zahl n € N\{0} definierenwirn! =[], i =1%2* ...* n.
(Lies: n-Fakultat)

Eine Permutation o der ersten n natirlichen Zahlen 1, 2, 3, ..., n ist eine bijektive Funktion
o:{1,..,n} - {1,..,n}
i-oa(),ie{l,..,n}

z.B.:
1234
1423
Die Menge der Permutationen heiflt S,
SATZ 10.1 (FAKULTAT)
S| = n!

Beweis durch Induktion nach n
Induktionsanfang (n = 1): 1! =1 = ||

Induktionsschritt n = n + 1: Sei Sy die Menge der Permutationen aus S,,,1, in denen k als erstes Element

vorkommt, k =1,...,n+1
(123..n)
K., a(1) =k

Wir haben S; N S;; = @Vk # k'und S,y = ST U ..U Sy, q.
2 Sl = IST1+ -+ [Sppal-

Jede Permutation aus Sy hat die Gestalt (k,a(Z), w,o(n+ 1)),also [Sz] = 1S,] = n!

Permutation der 2,3,..,n+1

2 |Spml=ntn+1)=n+1!

| EINE ANWENDUNG: TRAVELLING-SALESMAN-PROBLEM (TSP).

Ein Handelsreisender mochte n Stadte besuchen, aber jede Stadt genau
einmal und zum Ausgangspunkt zurtickkehren. Gesucht ist die kiirzeste
Rundreiseroute (Tour).

Er hat nun n Moglichkeiten, die erste Stadt zu wahlen, (n-1)
Moglichkeiten fur die zweite Stadt, etc. (wie beim Ziehen einer Kugel
ohne Zuriicklegen)
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10 Elementare Kombinatorik

SATZ 10.2 (BESCHRANKUNGEN VON n!)

Fur allen > 4 gilt 2" < n! < 2™*1og2(W)
Bemerkung: 2190

Beweis: Untere Schranke: Ubungen
Obere Schranke: Induktion
Induktionsanfang: n = 4: 4! = 24 < 64 = 2%*1082(4)

Induktionsschritt: n —» n + 1: Firn > 4 giltn + 1 < 2n = 2!°822" (1)
Somit (n + 1)! = n! (n + 1) < 2™1082W (4 1) = 27+1082(0) 4 plog2(n+1) — Pnslogz (M) +loga (n+1) <
v

Zn*logz (n+1)+logz(n+1) _— 2(n+1)*log2 (n+1)

PROPOSITION 10.3 (DER BINOMIALKOEFFIZIENT)

Fir k,n € N sei (:) = ?=1 nojt _ mrelnoi) ") ist der k-te Binomialkoeffizient.
j k! k
(i) (3) =0furk >n
.. ny _ n! .
(ii) )= oo furk <m
Beweis:
(i) Firj =n+ 1ist n_j:+1 = 0, also ist das Produkt Hﬁ?:ln_],urk =0
. n! _ Lx2s3x.x(n—k)(n—k+D*.sn _ n(n—-D*.x(n—k+1) _ rp
(i) Kls(n—k)! Klx1#2%3%..x(n—k) - k! - (k) u

Spezielle Werte

SATZ 10.4 (BESCHRANKUNG VON N UBER K)

k
Firk > 0,k € N gilt ';) < 7;—| < 27k« nk, d.h. fur festes k wichst (’;) nicht schneller als n¥

Beweis:

nk

n nmh—Dx*x.x(n—k+1
(1) nem D ) i
k k! Kkiz2k, 2K
Satz 10.2

nk
<
~ k!

SATZ 10.5
Eine endliche Menge mit n Elementen besitzt n(n — 1) * ..x (n — k + 1) k-Tupel, k < n.
Beweis durch Induktion:

Sei t, (n) = Anzahl der k-Tupel aus einer Menge X mit [X| = nundsei f(n) =n*n—1)*..x(n—k+1)



Induktionsanfang: k = 1. Dann ist die Anzahl der Tupel: t;(n) = n = f;(n)

Induktionsschritt: k = k + 1. Aus einem k-Tupel kénnen wir ein (k+1)-Tupel erzeugen, indem wir aus den
verbliebenen n-k Elementen von X ein Element aussuchen und daranhangen.

(g, ey ag) = (Qq, o) Agy Apgr)-
Nun ist aber jedes (k+1)-Tupel von dieser Form.

= G =@m-K*t)=n-kf)=nm-D*m-k+Dx.x-D=*n=fi,(m)m

SATZ 10.6
Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge ist (:)

Beweis:

Sei X eine Menge mit |X| = n. Sei m,, die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von X. Nach Satz 10.5 ist die
Anzahl der k-Tupeln(n — 1) * ..x (n — k + 1).

Aus einer k-elementigen Teilmenge kénnen wir k! k-Tupel erzeugen.

Jedes k-Tupel erhilt man in dieser Art aus einer k-elementigen Teilmenge, somitm;, — k! =n(n — 1) * ...*

_ _ nn-D*.x(n-k+1) _ rn
(n—k+1)=>m =—"—7"""— ver. ()m

ZUSAMMENFASSUNG

n! = Anzahl der Permutationen auf {1, ...,n}

n
(k) = Anzahl der Teilmengen einer n — elementigen Menge

Néichste Vorlesung: (g) + ('11) + (;‘) 4t (n:) + (2) = gn



