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ELEMENTARE KOMBINATORIK 

LEMMA 10.7 

Für 1 ≤ � ≤ � ���	 
��
 = 
������
 + 
���� 
 

Beweis: 

� = �: ���� = 1 = �� − 1� − 1�
��

+ �� − 1� �
��

 

1 ≤ � ≤ � − 1: �� − 1� − 1� + �� − 1� � = �� − 1�!�� − 1�! ∗ �� − ��! + �� − 1�!�! �� − � − 1�! 
= ��� − 1�! + �� − 1�! �� − ���! �� − ��! = �� − 1�! �� + � − ��

�! �� − ��! = �� − 1�! ��! �� − ��! = �!�! �� − ��! = ���� ∎ 

SATZ 10.8 (BINOMISCHER LEHRSATZ) 

� � � !, # ∈ ℝ&�' � ∈ ℕ. 
*+�� ���	 �! + #�� = , ���� !���#�

�

���
= ��0� !�#� + ��1� !���#� + ��2� !��/#/ + ⋯ + � �� − 1� !�#��� + ���� !�#� 

Dieser Lehrsatz ist eine Verallgemeinerung der Formel �! + #�/ = !/ + 2!# + #/ 

KOROLLAR 10.9 

(i) 2� = �1 + 1�� = ∑ 
��
���� =2345 ��.6 7�8+ℎ� ' : ; ��< �� �  �� : � −  � < �	�� � = �� . 
(ii) 0 = �1 − 1�� = ∑ 
��
1����−1��� = ∑ 
��
�−1������  

BEWEIS SATZ 10.8 

Induktion nach n. 

Induktionsanfang: � = 0: �! + #�� = 1 = 
��
�� !�#�. 
Induktionsschritt: � → � + 1 

�! + #��?� = �! + #���! + #� =@A B, ���� !���#�
���

�
C �! + #� = , ���� !���?�#�

�

���
+ , ���� !���#�?��

�

���
= !�?� + , ���� !���?�#�

�

���
+ , ���� !���#�?�

���

���
+ #�?�

= !�?� + , ���� !���?�#�
�

���
+ , � �� − 1� !�������#�

�

���
+ #�?�

= !�?� + , D���� + � �� − 1�E !���?�#�
�

���
+ #�?�

= !�?� + , �� + 1� � !�?���#� + #�?� =
�

���
, �� + 1� � !�?���
�?�

���
#�∎ 
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Hieraus bekommt man: 

�! + #�� = 1 �! + #�� = ! + # �! + #�/ = !/ + 2!# + #/ �! + #�F = !F + 3!/H + 3!#/ + #F �! + #�I = !I + 4!F# + 6!/#/ + 4!#F + #I 

  

1 

1   1 

1  2  1 

1  3  3  1 

1  4  6  4  1 

1  5  10  10  5  1 L+MN+�′MNℎ M *: � N� 

Jede Zahl im Inneren des Pascal’schen Dreiecks ist die Summe der beiden über ihr stehenden Zahlen. Warum? 

Lemma 10.7 

DIE HARMONISCHE REIHE 

DEFINITION 10.10 

Pü: � ∈ ℕ\{0} M � U� ≔  , 1�
�

W��
 '�  � − 	  U+:<X��MNℎ  Y+ℎ�. Z�' U� = , 1�

[

W��
 �M	 '�  ℎ+:<X��MNℎ  \ �ℎ . 

 

SATZ 10.11 

12 ∗ ]log/���a ≤  , 1�
�

W��
≤ 1 + log/��� 
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ABSCHÄTZUNG NACH OBEN (OBERE SCHRANKE) 

Induktionsanfang: � = 1: ∑ �
W�W�� = �

� = 1 ≤ 1 + log/�1���  

Induktionsschritt: � → � + 1 

, 1�
�?�

W��
= , 1�

�

W��
+ 1� + 1 ≤@A 1 + log/��� + 1� + 1 ≤! 1 + log/�� + 1�  �1� 

⇔ 1� + 1 ≤ log/�� + 1� − log/��� = log/ �� + 1� � = log/ �1 + 1��  �Z���. 2� 
⇔ 2 ��?� ≤ 1 + 1� ⇔ 2 ≤ �1 + 1���?� = �1 + 1��� �1 + 1�� �Z���. 3� 

�1 + 1��� ≥ 1 + � ∗ 1�def�ghiiW�j�kieWlmh�k
= 2. *+<�	 ���	 �3�&�' MX<�	 +&Nℎ �1� 

ABSCHÄTZUNG NACH UNTEN (UNTERE SCHRANKE) 

� 	8  � ≔ ]log/���a&�' Mn ≔ , 1�
/opq

i�/o?�
, 1 ≤ r ≤ � 

Mn ≥ 12n + 1 ∗ 2n = 2n
1 + 2n ≥ 12 

⇒ , 1�
�

W��
= 1 + 12 + �13 + 14�

tq
+ �15 + 16 + 17 + 18�

tx
+ ⋯ + , 1�

/

i�/y?�
= , Mn

�

n��
≥ 12 , 1

�

n��
≥ 12 ∗ � = 12 ]log/���a∎ 


